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Aufgabe 1. 
 

(ℕ {0}⁄ ; ∣)

∣ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ü𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
(∀𝑖𝑖, 𝑏𝑏, 𝑟𝑟 ∈ ℕ(𝑖𝑖 ∣ 𝑖𝑖, (𝑖𝑖 ∣ 𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏 ∣ 𝑟𝑟) ⇒ 𝑖𝑖 ∣ 𝑟𝑟, 𝑖𝑖 ∣ 𝑏𝑏 ∧ 𝑏𝑏 ∣ 𝑖𝑖) ⇒ 𝑖𝑖 = 𝑏𝑏)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ü𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝐷𝐷𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ü𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:
1.𝑖𝑖 ∣ 𝑟𝑟, 𝑏𝑏 ∣ 𝑟𝑟,

2.∀𝑟𝑟´ ∈ ℕ((𝑖𝑖 ∣ 𝑟𝑟´ ∧ 𝑏𝑏 ∣ 𝑟𝑟´) ⇒ 𝑟𝑟 ∣ 𝑟𝑟´)
𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ü𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖:

1. 𝑟𝑟 ∣ 𝑖𝑖, 𝑟𝑟 ∣ 𝑏𝑏,
2.∀𝑟𝑟´ ∈ ℕ((𝑟𝑟´ ∣ 𝑖𝑖 ∧ 𝑟𝑟´ ∣ 𝑏𝑏) ⇒ 𝑟𝑟´ ∣ 𝑟𝑟).

𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷(𝑖𝑖, 𝑏𝑏)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖, 𝑏𝑏 ∈ ℕ {0}⁄ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑢𝑢(𝑖𝑖, 𝑏𝑏)𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝐷𝐷
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏 ∈ ℕ {0}⁄ . (ℕ {0}⁄ ; ∣)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

𝐷𝐷𝑖𝑖(ℕ {0}⁄ ; ∣)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟ℎ𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖öß𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑖𝑖,𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑙𝑙𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑟𝑟ℎ𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

 

 
Aufgabe 2. 
 
Hasse-Diagramm der Boolschen Algebra(𝑃𝑃({0,𝑖𝑖, 𝑏𝑏, 1});∩,∪, ¬,∅, {0,𝑖𝑖, 𝑏𝑏, 1}): 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Aufgabe 3. 
 



(𝑙𝑙; +,∗)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑙𝑙; +)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑖𝑖𝐷𝐷𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖,
(𝑙𝑙;∗)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖.

𝐷𝐷𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑡𝑡𝑖𝑖:
∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡(𝑥𝑥 ∗ (𝑦𝑦 + 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 ∗ 𝑡𝑡, (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ∗ 𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 ∗ 𝑡𝑡 + 𝑦𝑦 ∗ 𝑡𝑡)

(𝑥𝑥 ∗ (𝑦𝑦 + 𝑡𝑡) = 𝑥𝑥 ∗ 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 ∗ 𝑡𝑡)
𝑥𝑥 ∧ ((𝑦𝑦 ∧ (¬𝑡𝑡)) ∨ ((¬𝑦𝑦) ∧ 𝑡𝑡)) = (𝑥𝑥 ∧ (𝑦𝑦 ∧ ¬𝑡𝑡)) ∨ (𝑥𝑥 ∧ (¬𝑦𝑦 ∧ 𝑡𝑡)) = (𝑥𝑥 ∧ 𝑦𝑦 ∧ ¬𝑡𝑡) ∨ (𝑥𝑥 ∧ ¬𝑦𝑦 ∧ 𝑡𝑡)

 

 

𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑡𝑡 𝑥𝑥 ∧ ((𝑦𝑦 ∧ (¬𝑡𝑡)) ∨ ((¬𝑦𝑦)
∧ 𝑡𝑡)) 

(𝑥𝑥 ∧ 𝑦𝑦 ∧ ¬𝑡𝑡) ∨ (𝑥𝑥 ∧ ¬𝑦𝑦
∧ 𝑡𝑡) 

0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 

0 1 1 0 0 

1 0 0 0 0 

1 0 1 1 1 

1 1 0 1 1 

1 1 1 0 0 

 
 
Aus der Strukturtafel für (B; +)  erkennt man die Kommutativität( Spiegelung an der Haupt-
diagonalen).  (B; +) ist assoziativ, weil  ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑡𝑡(𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑡𝑡) = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑡𝑡)erfüllt ist und 
umkehrbar, da ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑙𝑙∃𝑖𝑖, 𝑖𝑖 ∈ 𝑙𝑙(𝑥𝑥 + 𝑖𝑖 = 𝑖𝑖 + 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦)erfüllt ist. 
Daher ist (B; +) eine kommutative Gruppe. 
 
Strukturtafel zu (B; +):       (𝑥𝑥 ∧ (¬𝑦𝑦)) ∨ ((¬𝑥𝑥) ∧ 𝑦𝑦) 

+ 1 0 

1 0 1 

0 1 0 

 
Assoziativität:  
𝑥𝑥 𝑦𝑦 𝑡𝑡 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑡𝑡) (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑡𝑡 

0 0 0 0 0 

0 0 1 1 1 

0 1 0 1 1 

0 1 1 0 0 

1 0 0 1 1 

1 0 1 0 0 

1 1 0 0 0 

1 1 1 1 1 
 
 

(B;*) ist eine Halbgruppe, weil sie die oben genannten Bedingungen bis auf die Umkehrbarkeit 
erfüllt. 
 

Strukturtafel zu (B; *):       (𝑥𝑥 ∧ 𝑦𝑦) 
* 1 0 

1 1 0 

0 0 0 

 


